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This dissertation mainly concerns with finite representability in local theory of
Banach space. Firstly, we give a brief review of finite representability and some classical
results. Secondly, we show that for any Banach space, there exists a separable subspace
such that the Banach space is finitely representable in it. Finally, applying ultrapower
procedure, we generalize some results about finite representability of Banach spaces to
convex sets,and show that some super geometric properties of convex sets are inherited
by their ultrapower.


















J. Lindenstrauss, A. Pelczynski [1], H.P. Rosenthal [3]和 R.C. James [5]的研究工作开
拓了 Banach空间局部理论.
Banach局部理论分为两个方面进行研究:




定义 1.1 ([14]). 两个Banach空间 𝑋, 𝑌 间的Banach-Mazur距离定义为




: 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 },
其中 𝑇 为从 𝑋 到 𝑌 的线性同构.若 𝑋, 𝑌 不同构,则令 𝑑(𝑋, 𝑌 ) = ∞.
在 1972年, James在他的超自反理论 [5]中给出了有限表示的定义.
定义 1.2 ([6]). 设 𝑋, 𝑌 为无限维 Banach 空间, 称 𝑋 可在 𝑌 中有限表示, 如果任意
𝜀 > 0, 𝑋 中的任意有限维子空间 𝐸,存在 𝑌 中的有限维子空间 𝐹 : dim𝐹 = dim𝐸,以
及线性同构 𝑇 : 𝐸 → 𝐹 满足 ‖𝑇‖ ‖𝑇−1‖ ≤ 1 + 𝜀.即 𝑑(𝐸,𝐹 ) ≤ 1 + 𝜀 .
如果 𝑋 可在 𝑌 中有限表示,记作 𝑋
f.r→˓ 𝑌 .
注释 1.1 ([6]). 定义中可设 ‖𝑇‖ = 1, ‖𝑇−1‖ ≤ 1 + 𝜖.
性质 ([6]). 若 𝑋 可在 𝑌 中有限表示, 𝑌 可在 𝑍 中作有限表示,则 𝑋 可在 𝑍 中作有限
表示.即有限表示具有传递性. 
定义 1.3 ([6]). 设 𝑋, 𝑌 为无限维 Banach 空间, 称 𝑋 可在 𝑌 中 𝜆−粗有限表示, 如
果存在 𝜆 > 1, 使得 𝑋 中的任意有限维子空间 𝐸, 都存在 𝑌 中的有限维子空间 𝐹 :















如果 𝑋 可在 𝑌 中作 𝜆−粗有限表示,记作 𝑋 c.f.r→˓ 𝑌 .
性质 ([6]). 𝑋
f.r→˓ 𝑌 ⇐⇒ ∀ 𝜆 > 1, 𝑋 c.f.r→˓ 𝑌 . 






f.r→˓ 𝑌 ⇔任给 𝑛 ∈ N, ∀ 𝜀 > 0,存在 𝑌 中有限维子空间 𝐹 : dim𝐹 = dim𝐸𝑛,存在
线性同构 𝑇𝑛 : 𝐸𝑛 → 𝐹 满足 𝑑(𝐸𝑛, 𝐹 ) < 1 + 𝜀.
(2).设 𝜆 > 1,𝑋 满足:任给一 𝑛 ∈ N,存在 𝑌 中的有限维子空间 𝐹 : dim𝐹 = dim𝐸𝑛,存
在线性同构 𝑇 : 𝐸𝑛 → 𝐹 满足 𝑑(𝐸𝑛, 𝐹 ) ≤ 𝜆,则 ∀ 𝜀 > 0, 𝑋
f.r→˓ 𝑌 .
超乘积与有限表示有着紧密的联系. 1966年, Bartagnolle, Dacunha-Castelle, Kriv-
ine [2]第一次引入了 𝐿𝑝 超乘积,用以给出 𝐿𝑝 子空间的局部特征.若干年后, Pretsch将
这个概念运用于算子.目前,超乘积已经是 Banach空间理论的一个非常重要的工具.
1972年, Dacunha-Castle和 Krivine [4]引入了超乘积的思想,用无限维的方法来研究有
限表示.
定理 1.2 ([6]). 𝑋, 𝑌 为无限维 Banach空间,
(1). (𝑋)𝒰
f.r→˓ 𝑋.
(2).若 𝑌 是可分的 Banach空间,则 𝑌
f.r→˓ 𝑋 ⇔ 𝑌 等距于 (𝑋)𝒰 的一个子空间.
(3).若 𝑌 是可分的 Banach空间,则 𝑌
c.f.r→˓ 𝑋 ⇔ 𝑌 同构于 (𝑋)𝒰 的一个子空间.
1969年, Linderstrauss, Rosenthal [3]发现:每个 Banach空间都是“局部自反的”.更
精确的说,每个二次对偶空间 𝑋** 都可在原空间 𝑋 中做有限表示.因此,从局部意义
上说总有自反性.
局部自反性原理
定理 1.3 ([6]). 设 𝑋 为 Banach空间, 𝐹 为 𝑋** 的有限维子空间, 𝑌 为 𝑋* 的有限维子
空间,则 ∀ 𝜀 > 0,存在 𝑋 中子空间 𝐸 满足 𝐹
⋂︀
𝑋 ⊆ 𝐸,且 dim𝐸 = dim𝐹 ,以及存在线
性同构 𝑇 : 𝐹 → 𝐸: 𝑑(𝐹,𝐸) < 1 + 𝜀,使得 𝑇𝑥 = 𝑥, 𝑥 ∈ 𝐹
⋂︀
𝑋 且

















1976年, Krivine [15]得出了 Krivine定理. Krivine定理应与 Tsirelson空间相对照.
Tsirelson空间的存在性意味着存在着这样的 Banach空间:它没有无限的块状基序列
可等价于 𝑙𝑝或 𝑐0.但是,如果考虑有限块状基序列,那么可以得到更好的结论.
定义 1.4 ([16]). Banach空间 𝑋 中的序列 (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1称为是扩散的 (spreading)如果对任









定义 1.5 ([16]). 序列空间 ̃︀𝑋 称为是扩散的,如果 ̃︀𝑋 的典则基 (𝑒𝑛)∞𝑛=1是扩散的.
定义 1.6 ([16]). 设 (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 是 Banach空间 𝑋 的有界序列, (𝑦𝑛)
∞












𝑎𝑗𝑥𝑗, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑁.







满足 𝑇𝑦𝑗 = 𝑢𝑗(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁) 𝑠.𝑡. ‖𝑇‖ · ‖𝑇−1‖ < 1 + 𝜀.






性质 ([15]). ̃︀𝑋 在 (𝑥𝑛)∞𝑛=1中块状有限表示 =⇒ ̃︀𝑋 f.r→˓ 𝑋. 
定义 1.8 ([16]). 序列空间 ̃︀𝑋 可在序列空间 ̃︀𝑌 中块状有限表示,如果 ̃︀𝑋 可在 ̃︀𝑌 的典则
基中作块状有限表示.
定理 1.4 ([15]). (𝑥𝑛)
∞











̃︀𝑋 ,使得,若令𝑀 = {𝑛𝑘}∞𝑘=1则
lim
(𝑃1, 𝑃2, · · · , 𝑃𝑟) ∈ ℱ𝑟(𝑀)


































定理 1.5 (Krivine定理 [15]). 设 (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1为 Banach空间 𝑋 的一正规序列,且 (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1非
相对紧,则 𝑙𝑝 (1 ≤ 𝑝 <∞)或 𝑐0可在 (𝑥𝑛)∞𝑛=1中块状有限表示.
也就是说,虽然一个 Banach空间不一定包含同构于 𝑙𝑝 (1 ≤ 𝑝 < ∞)或者 𝑐0 的子
空间,但局部意义上说这总是成立的.
定理 1.6 ([6]). 𝐿𝑝
f.r→˓ 𝑙𝑝 (1 < 𝑝 <∞).
定理 1.7 ([6]). 𝑋 为可分 Banach空间,若 𝑋
f.r→˓ 𝑙𝑝 (1 ≤ 𝑝 < ∞),则 𝑋 等距于 𝐿𝑝 的子
空间.
定理 1.8 ([6]). (1). 1 ≤ 𝑝 ≤ 2, 𝐿𝑞 →˓ 𝐿𝑝 =⇒ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 2.
(2). 2 < 𝑝 ≤ ∞, 𝐿𝑞 →˓ 𝐿𝑝 =⇒ 𝑞 = 2或 𝑝 = 𝑞.
定理 1.9 (𝐷𝑣𝑜𝑟𝑒𝑡𝑧𝑘𝑦 [4]). 任一无限维 Banach空间 𝑋, 𝑙2
f.r→˓ 𝑋.
超性质是与有限表示紧密相关的一个概念.
定义 1.10 ([18]). Banach 空间 𝑋 具有超性质 𝑃 , 如果每个可在 𝑋 中有限表示的
Banach空间 𝑌 都具有超性质 𝑃 .
定义 1.11 ([19]). Banach空间 𝑋 称为一致凸的,如果 ∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿(𝜀) > 0, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,
当 ‖𝑥‖ = ‖𝑦‖ = 1, ‖𝑥− 𝑦‖ ≥ 𝜀时有 ‖𝑥+ 𝑦‖ ≤ 2(1− 𝛿).
定义 1.12 ([19]). 设 𝑋 是 Banach空间,定义 𝜌𝑋 : (0,+∞) −→ [0,+∞),
当 𝑋 ̸= {0}, 𝜌𝑋(𝑡) = sup{12 (‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)− 1 : 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 , ‖𝑦‖ ≤ 𝑡};
当 𝑋 = {0}, 𝜌𝑋(𝑡) =
⎧⎨⎩ 0, 0 < 𝑡 < 1;𝑡− 1, 𝑡 ≥ 1.




= 0,称 𝑋 是一致光滑的.

















f.r→˓ 𝑌 , 𝑌 是超自反 =⇒ 𝑋 是超自反;
(2) [18]. 𝑋
f.r→˓ 𝑌 , 𝑌 是一致凸 =⇒ 𝑋 是一致凸;
(3). 𝑋
f.r→˓ 𝑌 , 𝑌 是一致光滑 =⇒ 𝑋 是一致光滑. 
一致嵌入与有限表示
定义 1.14 ([21]). 映射 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , 𝑓 为双射且 𝑓, 𝑓−1均一致连续,则称 𝑓 一致同胚映
射.如果这样的映射存在,称 𝑋 与 𝑌 一致同胚.
定义 1.15 ([21]). 映射 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , 𝑓 为双射且 𝑓, 𝑓−1 均为粗连续,即存在非负、单调
不减函数 𝜑1, 𝜑2, 𝜓1, 𝜓2 : R
+ → R+,存在常数 𝐶 > 0, 𝐷 > 0, 𝜑𝑖(𝑟) → ∞, 𝜓𝑖(𝑟) →
∞ (𝑟 → ∞) (𝑖 = 1, 2)使得
𝜑1 (‖𝑥− 𝑦‖)− 𝐶 ≤ ‖𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)‖ ≤ 𝜑2 (‖𝑥− 𝑦‖) + 𝐶 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,
𝜓1 (‖𝑢− 𝑣‖)−𝐷 ≤ ‖𝑓−1(𝑢)− 𝑓−1(𝑣)‖ ≤ 𝜓2 (‖𝑢− 𝑣‖) +𝐷 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑌,
称 𝑓 是粗同胚映射.如果这样的映射存在,称 𝑋 与 𝑌 粗同胚.





定理 1.11 ([20]). 设 𝑋, 𝑌 为 Banach空间,若 𝑋 与 𝑌 粗同胚,则 𝑋






















定义 2.1 ([8]). 距离空间 (𝑋, 𝑑)中的集合 𝐴称为在集合 𝐵中稠密,是指对 𝐵中的任意
点的任意邻域,其内均有 𝐴中的点.
定义 2.2 ([8]). 如果距离空间 (𝑋, 𝑑)中存在可数集 𝐷,使得 𝐵在 𝑋 中稠密,即 ?̄? = 𝑋,
则称 𝑋 为可分空间.
引理 2.1 ([10]). 假设 dim𝑋 = 𝑛 < ∞, 则存在 R𝑛 上的范数 | · |, 存在线性等距
𝑇 : (R𝑛, | · |) → 𝑋,使得 ‖𝑎‖∞ ≤ ‖𝑇𝑎‖ = |𝑎| ≤ ‖𝑎‖1, ∀ 𝑎 ∈ R𝑛.
引理 2.2 ([10]). 𝐿𝑖𝑝(Ω)中的有界集都是 𝐶(Ω)中的相对紧集,其中 𝐿𝑖𝑝(Ω)为度量空间
(Ω, 𝑑)上满足 Lipschitz条件( ‖𝑓‖𝑑 = 𝑠𝑢𝑝{
|𝑓(𝑠)−𝑓(𝑡)|
𝑑(𝑠,𝑡)
: 𝑠, 𝑡 ∈ Ω, 𝑠 ̸= 𝑡} <∞ )的全体有界
函数构成的 Banach空间.
利用上述两个引理,我们可得到本文的一主要结果.
定理 2.1. 对任何 Banach空间 𝑋,均存在可分子空间 𝐸,使得 𝑋 可在 𝐸 中有限表示.
证明. 任意有限维子空间 𝐸𝑛 ⊆ 𝑋 : dim𝐸𝑛 = 𝑛,由引理2.1得存在 R𝑛上的范数 | · |,存
在线性等距 𝑇 : (R𝑛, | · |) → 𝑋,使得 ‖𝑎‖∞ ≤ ‖𝑇𝑎‖ = |𝑎| ≤ ‖𝑎‖1, ∀𝑎 ∈ R𝑛.
令 Δ𝑛 = {𝐸𝑛 ⊆ 𝑋 : dim𝐸𝑛 = 𝑛}, 𝒩𝑛 = {| · |𝐸𝑛 : 𝐸𝑛 ∈ Δ𝑛},则 𝒩𝑛是 𝐿𝑖𝑝(𝐵𝑛)中
的有界集,其中 𝐵𝑛是 (N
𝑛, | · |)的单位球.
由引理2.2可知,𝒩𝑛是 𝐶(𝐵𝑛)的一个相对紧集.从而存在𝒩𝑛的有限 𝜀−网: ∀ 𝜀 > 0
{| · |𝐸𝑚}𝑀𝑚=1覆盖𝒩𝑛.






,令 𝐸 = 𝑠𝑝𝑎𝑛
∞⋃︀
𝑛=1
𝐹𝑛 则 𝐸 可分.下证 𝑋 可在 𝐸 中
有限表示.
任意有限维子空间 𝑋𝑛 ⊆ 𝑋 : dim𝑋𝑛 = 𝑛. 取 𝑋𝑛 的一组基 𝑥1, 𝑥2 · · ·𝑥𝑛, 则




因为𝐸可分,故存在 𝑦𝑖 ∈ 𝐸, ∃ 𝛿 > 0, 𝑠.𝑡. ‖𝑥𝑖 − 𝑦𝑖‖ < 𝛿.令𝑌𝑛 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑦𝑖}, 𝑇𝑥𝑖 = 𝑦𝑖.
































































































































































< 1 + 𝜀,
即 𝑋
f.r→˓ 𝑌 . 

















Castelle和 Krivine [4] 最先考虑了有限表示同超幂的关系,后来 Srern [11]对它们的关系
进行了发展并用超幂证明了首先由 Lindenstrauss和 Rosenthal [3]证明的局部自反理
论:对每个 Banach空间 𝑋,二次对偶 𝑋**在 𝑋 中有限表示.
我们先来回顾下这方面的相关定义.
定义 3.1 ([17]). 𝐼为无限集,偏序集 𝒫𝐼 的子集 ℱ 称为 𝐼 上的滤子,如果 ℱ 满足
(1). ∅ ̸∈ ℱ ;
(2). 𝐴 ⊆ 𝐵, 𝐴 ∈ ℱ ,则 𝐵 ∈ ℱ ;
(3). 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ , 𝐴 ∩𝐵 ∈ ℱ .
定义 3.2 ([17]). 函数 𝑓 : 𝐼 → R称为依滤子收敛到 𝜉,如果任意开集 𝒰 : 𝜉 ∈ 𝒰 ,都有
𝑓−1(𝒰) ∈ ℱ .
定义 3.3 ([17]). 𝐼 上的滤子 𝒰 称为超滤子,如果它是极大滤子,即若有 𝐼 上的滤子 ℱ ,
𝒰 ⊆ ℱ 则 𝒰 = ℱ .













易知, | · |为 F上的一个半范数.令
𝒩 =
{︁



























定理 3.1 ([11]). 每一 Banach空间 𝑋 都可看作是 𝑋 的有限维子空间的超乘积的闭子
空间.
定理 3.2 ([11]). 𝑋 为 Banach空间, 𝒰 , 𝒱 分别为集合 𝐼, 𝐽 上的超滤子,则 ((𝑋)𝒰)𝒱 ∼=
(𝑋)𝒰×𝒱 .
定理 3.3 ([11]). 对任一超滤子 𝒰 ,每一 Banach空间 𝑋 都可线性等距地嵌入到其超幂
(𝑋)𝒰 中.
定理 3.4 ([11]). 𝑌
c.f.r→˓ 𝑋 ⇔存在 𝑌 上的等价范数使得 𝑌 f.r→˓ 𝑋.
定理 3.5 ([12]). 𝑋, 𝑌 为 Banach空间,则下列等价:
(1). 𝑌 是 (𝑋)𝒰 的子空间.
(2). 𝑌
f.r→˓ 𝑋.
定理 3.6 ([11]). 𝑋, 𝑌 为Banach空间,则下列等价:





定义 3.4 ([7]). 设 {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0是 Banach空间 𝑋 中的n个向量,
(1). {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0称为是仿射无关的,如果 {𝑥𝑖 − 𝑥0}𝑛𝑖=0是线性无关的.
(2). 𝑐𝑜𝐴称为是 𝑋 中的一顶点在 𝑥𝑖 (𝑖 = 0, 1, · · ·𝑛)的 𝑛−单形,如果 𝐴 ≡ {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0是仿
射无关的.
定义 3.5 ([7]). 设 𝑈 ⊆ 𝑋, 𝑉 ⊆ 𝑌 是两个仿射子空间且设 𝐴 ⊆ 𝑋, 𝐵 ⊆ 𝑌 是两个子集,
(1).映射 𝑇 : 𝑈 → 𝑉 是仿射的,如果对所有的 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 且 𝛼 + 𝛽 = 1,有
𝑇 (𝛼𝑢+ 𝛽𝑣) = 𝛼𝑇𝑢+ 𝛽𝑇𝑣;
(2).一般的,映射 𝑇 : 𝐴→ 𝐵称为是仿射的,如果 𝑇 是一从 𝑎𝑓𝑓𝐴到 𝑎𝑓𝑓𝐵的仿射映射
的限制;
(3).仿射映射 𝑇 : 𝐴→ 𝐵称为是对某个 𝜀 > 0的从 𝐴到 𝐵的 (1 + 𝜀)−仿射嵌入,如果
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